
π計算に対する時間拡張と代数的意味論
An Algebraic Theory for a Timed Extension of the π-Calculus
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Summary. In this paper, we propose an extension of the π-calculus
with time called timed π-calculus. We define the syntax, semantics and
bisimilarities of timed π-calculus. These bisimilarities are equivalence
relations and non-input congruence. Our bisimilarities mean each pro-
cess has same input/output sequences and waits for an equal time length
simultaneously. Additionally, we propose preorders that represent which
process in first comes to be able to execute actions after some time pas-
sage actions. These relations can be used to analyze and verify the
behavioral properties of real-time systems. We present the expressive-
ness of timed π-calculus and a method for verification using an example.

1 はじめに
実時間システムは動作に時間制約を持つシステムであり，与えられた時間制約を

満たす必要がある．システムの動作の正しさは，計算結果の正しさだけではなく結果
が得られるまでに経過した時間の長さにも依存する．動作にかかる時間はメッセー
ジ通信や並行性など動的な要因に影響される．そのため，システムを実際に動作さ
せてテストするだけで常に正しく動作すると確認することは難しい．形式的な検証
手法を用いてシステムの動作の正しさを示すことが必要である．
この問題に対し，我々は実時間システムを構成するソフトウェアの抽象的な形式

モデルを得るための手法として，リアルタイムオブジェクト指向言語から π計算に
よる記述への変換規則を提案した [9]．時間に関する性質を表現するために時間概念
を導入して π 計算を拡張した．そこでは，π 計算の構文と動作意味を時間拡張し，
時間付き双模倣関係を定義している．しかし，時間付き双模倣関係が持つ代数的な
性質についてはほとんど示されていない．
本稿では，時間付き双模倣関係が入力プレフィックス以外のコンテキストに対して

合同性を満たすことを示す．すべての代入に対して双模倣性を保つ full bisimilarity
を定義し，合同であることを示す．時間付き双模倣関係は時間待ちが発生するタイ
ミングとその長さが等しいことを要求するため，実装が時間に関する仕様を満たす
か否かの検証に利用するには条件が厳しい．そこで，遅延時間順関係と呼ばれる時
間待ちの長さの違いを反映する順序関係を与える．この順序関係が限られたコンテ
キストに対して合同性を満たすことを示す．時間付き双模倣関係にある 2つのプロ
セスは，互いに交換してもそれらのプロセスを部分要素として構成されるシステム
の振舞いに関する性質は変化しない．2つのプロセス間に時間付き双模倣関係や遅
延時間順関係があるか調べる場合，これらの関係は合同性を満たすため 2つのプロ
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セスに共通するコンテキストを除外して調べることができる．このことは振舞いの
解析や検証に有用である．
本稿の構成は以下の通りである．2節で時間付き π計算の構文と動作意味を定義
する．3節で双模倣関係を定義し，制限されたコンテキストに対する合同性を示す．
4節で順序関係を定義し，5節で時間付き π計算による記述と順序関係の例を挙げ
る．6節で関連研究に触れ，最後にまとめと今後の課題を述べる．

2 時間付き π計算
π計算 [6] [7] [8]は名前通信に基づいて計算を表す並行計算モデルである．プロセ

ス間通信に利用するリンク自身をメッセージとする通信が表現可能であり，高い表
現能力を持っている．時間に関する性質を表現するため，離散時間の経過を表すプ
リミティブを導入し，選択演算子を用いてタイムアウトをモデル化する．

2.1 構文
π計算に自然数によって添字付けされたプレフィックス tを導入する．m単位時

間でタイムアウトする時間待ちを t[m]と記述し，時間経過アクションと呼ぶ．tは
名前ではないとする．
Name を名前の集合，I を自然数を表す名前の集合とする．I = {0, 1, . . .} ⊂

Nameとする．ここで iは自然数 iを表す名前である．さらに N = Name − I，
N = {x|x ∈ N}，L = N ∪N とする．x̃は名前のリストを表し，i番目の要素を xi

と書く．π計算のプロセス全体の集合を P，アクションの集合をAct = L ∪ {τ} と
書く．以下では，x ∈ N，m ∈ I，n ∈ Name，kを自然数とし，リスト ỹはすべ
ての iについて yi ∈ N を満たし，z̃はすべての iについて zi ∈ Nameを満たすと
する．
定義 1 時間付き π計算のプロセス式 P は以下の構文によって定義される．

π ::= x(ỹ) | x〈z̃〉 | τ | t[n]
P ::= M | P1|P2 | νxP | !P
M ::= 0 | π.P | M1 + M2

ただし P 中に出現する入出力アクションのサブジェクトの集合と，時間経過アク
ションの時間長を表す名前の集合は互いに素であるとする．また !P における P は
以下で定義されるアクションガードつきプロセスである．

π ::= x(ỹ) | x〈z̃〉 | τ とする時
• 任意のプロセス P に対し π.P はアクションガードつきプロセスである
• P1, P2がアクションガードつきプロセスである時

P1|P2, P1 + P2, νaP1, !P1

はアクションガードつきプロセスである 2

定義 2 P = t[x].P ′に対し，x ∈ N かつ xが P を内部に含むプロセスにおいて入
力アクションによって束縛されていない場合，P は動作不能であるといい P↑と書
く．また P↑の時，

(x(ỹ).P )
x , (x〈z̃〉.P )

x , (τ.P )
x , (t[n].P )

x , (P | Q)
x ,

(Q | P )
x , (P + Q)

x , (Q + P )
x , (νz P )

x , (!P )
x

とする．動作不能でない場合，動作可能であるといい P 6↑と書く． 2
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定義 3 プロセス x(z).P 及び νz P において名前 zのスコープは P に制限される．
この時，名前 zは束縛されるという．束縛されない名前を自由であるという．プロ
セス P に含まれる自由な名前の集合を fn(P )，束縛される名前の集合を bn(P )と書
く．アクション αの自由な名前の集合，束縛される名前の集合は以下のように定義
される．

α x(y) x〈z〉 τ t[n]
fn(α) {x, y} {x} ∅ {n}
bn(α) ∅ {z} ∅ ∅

2

定義 4 代入はN からNameへの関数である．プロセス P に代入 σを適用したプ
ロセス Pσを以下のように定義する．ここで xσは名前 xに σを適用して得られる
名前である．

0σ
def
= 0

(x(ỹ).P )σ
def
= xσ(ỹ).Pσ

(x〈z̃〉.P )σ
def
= xσ〈z̃σ〉.Pσ

(τ.P )σ
def
= τ.Pσ

(t[n].P )σ
def
= t[nσ].Pσ

(P | Q)σ
def
= Pσ | Qσ

(P + Q)σ
def
= Pσ + Qσ

(νxP )σ
def
= νxPσ

(!P )σ
def
= ! Pσ

ただし xσ ∈ N でなければならないとする．また，代入の適用によって束縛されて
いる名前が出現する場合は重複しないよう適切に名前替えが行われるとする．代入
σを {y1, . . . , yn/x1, . . . , xn}とも書く．これは xiに対する yiの代入を表す． 2

時間経過アクション t[i]は i単位時間待機することを表す．例えばプロセス t[10].P
は 10単位時間待機した後にプロセス P として振舞う．一定時間以内にイベントが
発生したか否かでその後の動作が異なる典型的なタイムアウトは，a.P + t[5].τ.Qの
ように時間経過アクション，非決定選択，τ 動作を用いて記述できる．このプロセ
スはアクション aの発生を最大で 5単位時間待機する．4単位時間以内に aを実行
すれば P へ遷移する．5単位時間経過した時に aが実行可能であれば P かQへ非
決定的に，不可能であればタイムアウトしQへ遷移する．
他のプレフィックスと演算子の直観的な意味を以下に示す．
• （入力）x(ỹ) : xを通して ỹを受信
• （出力）x〈z̃〉 : xを通して z̃を送信
• （τ 動作） τ : 外部からは不可視な内部アクション
• （選択）P + Q : プロセス P, Qのうち実行可能なプロセスを選択し実行する．
いずれのプロセスも実行可能であれば一方を非決定的に選択する

• （並行）P |Q : プロセス P, Qが並行に動作する
• （制限）νxP : プロセス P 中の自由な変数 xを束縛する
• （複製）!P : 無限個のプロセス P が | 演算子によって結合しているとみなす．

2.2 時間動作意味
P 上の遷移関係 { α−→ |α ∈ Act}∪ Ãを図 1の遷移規則及び図 2の時間経過規則

によって定義する．ABORT規則以外のすべての規則において P 6↑ , Q 6↑とする．ま
た図 1においてリスト w̃の要素はすべてNameに含まれるとする．
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図 2 時間経過規則

P
α−→ P ′は入力，出力，内部アクションのいずれかのアクション α により P か

ら P ′に遷移することを表し，P Ã P ′は P が 1単位時間の経過により P ′に遷移す
ることを表す．時間経過は図 2の時間経過規則に基づく遷移によってのみ発生する．
PART 規則と REPT 規則の条件により最大進行性が成り立つ [9]．そのため τ によ
る遷移は時間経過による遷移に優先して発生する．

3 時間付き双模倣関係
時間付き π計算におけるプロセス間の双模倣関係を定義する．時間付き双模倣関

係は直観的には以下の条件を満たす関係である．
• 双方のプロセスの入出力アクションの列が同じ



An Algebraic Theory for a Timed Extension of the π-Calculus

• 双方のプロセスにおいて時間待ちの発生するタイミングと時間待ちの長さが同じ
定義 5 以下を満たす対称な関係Rを時間付き強双模倣関係と呼び，最大の関係を
∼T と書く．

(P, Q) ∈ Rの時，
• P↑ =⇒ Q↑
• P

α−→ P ′ =⇒ ∃Q′. Q
α−→ Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R

• P Ã P ′′ =⇒ ∃Q′′. Q Ã Q′′ ∧ (P ′′, Q′′) ∈ R 2

定義 6 以下を満たす対称な関係Rを時間付き弱双模倣関係と呼び，最大の関係を
≈T と書く．

(P, Q) ∈ Rの時，
• P↑ =⇒ Q↑
• P

α−→τ P ′ =⇒ ∃Q′. Q
α−→τ Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R

• P Ãτ P ′′ =⇒ ∃Q′′. Q Ãτ Q′′ ∧ (P ′′, Q′′) ∈ R
ただし α−→τ = ( τ−→)∗ α−→ ( τ−→)∗ ，Ãτ = ( τ−→)∗ Ã ( τ−→)∗ とする． 2

定理 1 ∼T，≈T は等価関係である． 2

ここで合同性のためにコンテキストを定義する．
定義 7 コンテキスト C[·]を以下のように定義する．

C[·] ::= [·] | x(ỹ).C[·] | x〈z̃〉.C[·] | τ.C[·] | t[n].C[·] | C[·]|P | P |C[·]
| C[·] + P | P + C[·] | νxC[·] | !G[·]

G[·] ::= x(ỹ).C[·] | x〈z̃〉.C[·] | τ.C[·] | G[·]|Q | Q|G[·] | G[·] + Q

| Q + G[·] | νxG[·] | !G[·]
ここで P は任意のプロセス，Qはアクションガードつきプロセス式である． 2

コンテキストCXT を構築するために必要な定義 7の構文規則C[·] あるいはG[·]を
適用する回数を CXT の大きさと呼ぶ．
定理 2 ∼T は入力プレフィックス以外のコンテキストについて合同性を満たす． 2

定理 2の証明は付録に示す．任意の代入に対して双模倣関係が保存されないため
入力プレフィックスについては合同性が成立しない．例えば

(x | y){y/x} �T (x.y + y.x){y/x}
であるが，これは (x | y){y/x}で τ 遷移が可能になるからである．そこで任意の代
入に対しても保存される双模倣関係を与える．
定義 8 P とQがすべての代入 σについて Pσ ∼T Qσを満たすならば，P とQは
timed strong full bisimilarであるといい P ∼c

T Qと書く． 2

補題 1 y ∈ fn(P )∪ fn(Q)∪{z}であるようなすべての yに対しP{y/z} ∼T Q{y/z}
ならば，x(z).P ∼T x(z).Qである． 2

定理 3 ∼c
T は合同性を満たす．

証明： P ∼c
T Qとする．ここでC 6= x(z).C ′の場合，∼c

T の定義より∼c
T ⊆∼T であ

り，さらに定理 2より C[P ] ∼c
T C[Q]である．

C = x(z).C ′についてはコンテキストの大きさに関する帰納法を用いてC[P ] ∼c
T

C[Q] を示す．この時，帰納法の仮定より C ′[P ] ∼c
T C ′[Q]．C ′[P ]σ，C ′[Q]σ に

含まれる，もしくは z である自由な名前 y と任意の代入 σ に対し，定義 8 から
C ′[P ]σ{y/z} ∼T C ′[Q]σ{y/z}とできる．補題 1より x(z).C ′[P ]σ ∼T x(z).C ′[Q]σ．
よって C[P ] ∼c

T C[Q]． 2
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4 遅延時間順関係
実時間システムにおける時間制約は，何らかの動作に要する時間の上限や待機時

間の下限である．実時間システムはこれらの制約を満たしながら動作する必要があ
る．そこで制約として与えられた時間内に動作することを示すことができればよい．
デッドラインの仕様を S，実装を P，実装がデッドラインを破らないことを表す関
係をRとした時，(P, S) ∈ Rであることを示せばよい．しかし，時間付き双模倣関
係は時間待ちのタイミングや長さが一致することを要求するため関係Rとして利用
するには適していない．そこで本節では，遅延時間の長さに着目しプロセスのアク
ションの発生が早いあるいは遅いを表す順序関係を与える．
定義 9 以下の条件を満たす関係Rを遅延時間順関係と呼び，最大の関係を-T と
書く．

(P, Q) ∈ Rの時，
P↑ =⇒ Q↑
Q↑ =⇒ P↑

P
α−→ P ′ =⇒ ∃Q′. Q Ã∗ α−→ Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R

P Ã P ′ =⇒ ∃Q′. Q Ã Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R
Q

α−→ Q′ =⇒ ∃P ′. P
α−→ P ′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R

Q Ã Q′ =⇒ (P, Q′) ∈ R ∨ (∃P ′. P Ã P ′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R)
2

直観的には，P -T Qならば図 1の遷移規則による遷移の列は P と Qのいずれ
も同じであり，図 2の時間経過規則による遷移の回数は P の方が少ない．ある一つ
のアクションに注目すると，P の方が先かあるいは P と Qで同時に実行可能にな
る．つまり，P であるアクションが実行可能ならば，Qでは 0単位時間以上後に同
じアクションが実行可能になる．時間経過遷移の回数は P の方が少ないので，P で
時間経過遷移できるならばQでも時間経過遷移できなければならず，Qで何らかの
アクションが実行可能であれば，その時 P では必ず同じアクションが実行可能でな
ければならない．Qで時間経過遷移できるならば，P は P とQの関係が保たれる
のであれば時間経過遷移してもよい．
補題 2 P -T Qとする．この時，P Ãn P ′ =⇒ ∃Q′. Q Ãn Q′ ∧ P ′ -T Q′．
証明： nに関する帰納法による． 2

定理 4 -T は擬順序である．
証明：反射律は定義より明らかに満たす．以下では推移律について示す．-T -T ⊆-T
であること，つまり -T -T が遅延時間順関係であることを示せばよい．P -T -T
Rとすると，P -T QかつQ -T RなるQが存在する．ここでは P

α−→ P ′および
R Ã R′の場合について述べる．
• P

α−→ P ′とする．R Ã∗ α−→ R′かつ P ′ -T -T R′なるR′が存在することを示
せばよい．P -T Qゆえ ∃Q′. Q Ã∗ α−→ Q′ ∧ P ′ -T Q′．この時 ∃n,Q′′. Q Ãn

Q′′ α−→ Q′ なので，この Q′′ に対し Q -T Rと補題 2より ∃R′′. R Ãn R′′ ∧
Q′′ -T R′′．さらにQ′に対して ∃R′. R′′ Ã∗ α−→ R′ ∧Q′ -T R′．ここでR Ãn

R′′と R′′ Ã∗ α−→ R′より R Ã∗ α−→ R′であり，P ′ -T Q′かつ Q′ -T R′なの
で P ′ -T -T R′．以上よりR Ã∗ α−→ R′かつ P ′ -T -T R′なるR′が存在する．
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• R Ã R′ とする．P -T -T R′ または P Ã P ′ かつ P ′ -T -T R′ なる P ′ が
存在することを示せばよい．Q -T Rゆえ Q -T R′ または ∃Q′. Q Ã Q′ ∧
Q′ -T R′．Q -T R′ ならば P -T Q より P -T -T R′．そうでなけば Q′ に
対して P -T Qゆえ P -T Q′または ∃P ′. P Ã P ′ ∧ P ′ -T Q′．P -T Q′な
らば Q′ -T R′なので P -T -T R′．そうでなければ P ′ -T -T R′．以上より
P -T -T R′または P Ã P ′かつ P ′ -T -T R′なる P ′が存在する． 2

定理 5 制限されたコンテキスト
C[·] ::= [·] | x〈ỹ〉.C[·] | τ.C[·] | t[n].C[·] | C[·]|R | R|C[·]

| C[·] + S | S + C[·] | νxC[·] | !G[·]
G[·] ::= x〈z̃〉.C[·] | τ.C[·] | G[·]|T | T |G[·] | G[·] + U | U + G[·]

| νxG[·] | !G[·]
に対して，P -T Qならば C[P ] -T C[Q]である．ただしR，T，U には t[n]が出
現しないとする．
証明： コンテキストの大きさに関する帰納法で証明する．ここでは C = C ′ | Rの
場合を示す．R = {(C ′[P ] | R, C ′[Q] | R) | P -T Q}とする．Rには t[n]が出現し
ないためR Ã Rであり，R Ã∗ Rである．
• C[P ]

xとすると C ′[P ]
xあるいは R↑である．C ′[P ]

xならば帰納法の仮定より
C ′[Q]

xであり，R↑ならば明らかに C[Q]
xとなる．逆も同様である．

• C ′[P ] | R
α−→ P ′ | Rとする．ここで C ′[P ] α−→ P ′である．

◦ α 6= τ ならば帰納法の仮定より ∃Q′, Q∗. C ′[Q] Ã∗ Q∗ α−→ Q′ ∧ P ′ -T
Q′ である．C ′[Q] | R Ã∗ Q∗ | R

α−→ Q′ | Rとできて，P ′ -T Q′ ゆえ
(P ′ | R, Q′ | R) ∈ R．

◦ α = τ ならば帰納法の仮定より ∃Q′. C ′[Q] τ−→ Q′ ∧ P ′ -T Q′ である．
α = τ ゆえ時間経過遷移は不可能である．C ′[Q] | R

τ−→ Q′ | Rとできて，
P ′ -T Q′ゆえ (P ′ | R, Q′ | R) ∈ R．

• C ′[P ] | R τ−→ P ′ | R′とする．ここでC ′[P ] α−→ P ′，R
α−→ R′である．帰納法

の仮定から同様にC ′[Q] | R Ã∗ Q∗ | R τ−→ Q′ | R′とできて (P ′ | R′, Q′ | R′) ∈
R．

• C ′[P ] | R
α−→ C ′[P ] | R′ とする．この時，α が τ であるか否かに関わらず

C ′[Q] | R
α−→ C ′[Q] | R′とできて，帰納法の仮定から C ′[P ] -T C ′[Q]である

ので (C ′[P ] | R′, C ′[Q] | R′) ∈ R．
• C ′[Q] | R Ã Q′′ | Rとする．ここで C ′[Q] Ã Q′′ である．帰納法の仮定から

C ′[P ] -T Q′′あるいは ∃P ′′. C ′[P ] Ã P ′′ ∧ P ′′ -T Q′′である．C ′[P ] -T Q′′

ならば (C ′[P ] | R, Q′′ | R) ∈ R．そうでなければ C ′[P ] | R Ã P ′′ | Rとでき
て (P ′′ | R, Q′′ | R) ∈ R．

• C ′[P ] |R Ã P ′′ |R，C ′[Q] |R α−→ Q′ |R，C ′[Q] |R τ−→ Q′ |R′，C ′[Q] |R α−→
C ′[Q] | R′についても同様に示すことができる．

以上よりR ⊆-T である． 2

時間経過アクションを含むプロセスとの並行合成においては遅延時間順関係は保
存されない．例えば，P = a.0, Q = t[1].a.0, R = t[2].b.0とすると P -T Qである．
しかし P | R

a−→ 0 | Rに対しQ | R Ã a−→ 0 | t[1].b.0であるため P | R 6-T Q | R

となり関係は成り立たない．P -T Q の時Q | Rの方がQの次の入出力あるいは τ
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アクションまでに多くの時間経過アクションを必要とする．Rが時間経過アクショ
ンをプレフィックスに持つならば，Rの次のアクションまでに必要な時間経過は逆
に少なくなる．遅延時間順関係はプロセスが遷移しても常に保たれなければならな
いため，並行合成するプロセスが時間経過アクションを含むことはできない．同様
の理由により，複製演算子を適用するプロセスは時間経過アクションを含むプロセ
スと並行合成あるいは選択合成されたプロセスではない必要がある．
遅延時間順関係にある 2つのプロセスは外部からは観測できない τ 遷移も含めて

同じアクション列が実行可能である．さらに，τ 遷移以外の外部から観測できるア
クションのみに着目した遅延時間順関係を与える．
定義 10 以下の条件を満たす関係Rを弱遅延時間順関係と呼び，最大の関係をwT
と書く．

(P, Q) ∈ Rの時，
P↑ =⇒ Q↑
Q↑ =⇒ P↑

P
α−→τ P ′ =⇒ ∃Q′. Q Ã∗

τ
α−→τ Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R

P Ãτ P ′ =⇒ ∃Q′. Q Ãτ Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R
Q

α−→τ Q′ =⇒ ∃P ′. P
α−→τ P ′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R

Q Ãτ Q′ =⇒ (P, Q′) ∈ R ∨ (∃P ′. P Ãτ P ′ ∧ (P ′, Q′) ∈ R)
2

定理 6 wT は擬順序である． 2

定理 7 制限されたコンテキスト
C[·] ::= [·] | x〈ỹ〉.C[·] | τ.C[·] | t[n].C[·] | C[·]|R | R|C[·]

| C[·] + S | S + C[·] | νxC[·] | !G[·]
G[·] ::= x〈z̃〉.C[·] | τ.C[·] | G[·]|T | T |G[·] | G[·] + U | U + G[·]

| νxG[·] | !G[·]
に対して，P wT QならばC[P ] wT C[Q]である．ただしRには t[n]が出現しない
とする． 2

5 例
本節ではストリーミング配信の簡単な例について述べる。映像を配信するサーバ、

配信される映像を受信して再生するプレイヤ、サーバとプレイヤの間の通信路を確
保する 2つのルータからなるシステムを考える。プレイヤはいずれかのルータに接
続して配信を受ける。しかし、もし一定時間配信されてこなければもう一方のルー
タに接続し直す。ルータに接続してから配信の開始まで一定時間必要であり、ここ
で必要な時間はルータによって異なるとする。またサーバから送信される映像は圧
縮されており、プレイヤで再生する前に解凍しなければならないとする。
サーバは以下のように記述できる。

Server
def
= (νg) (g | ! (g.v〈video〉.g + g.t[2].v〈video〉.g))

サーバは名前 vを通して映像を配信する。名前 videoは映像の 1フレームを表す。
実際にはフレームは次々と切り替わっていくが、簡単のためにそれらはすべて同じ
名前 videoで表す。サーバでは遅延なく送信されるか 2単位時間遅延して送信され
るかがフレームごとに非決定的に選択される。
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2つのルータは
Router1

def
= ! attach(l).l〈2, v, rel1〉.rel1

Router2
def
= ! attach(l).l〈4, v, rel2〉.rel2

と記述できる。名前 attachによりプレイヤから接続要求を受け、配信開始までの時
間、映像を送るための名前 v、プレイヤとの接続を切断する reliをプレイヤに送信す
る。その後はプレイヤからの切断を待つ。ここでは配信開始までの時間をRouter1

で 2単位時間、Router2で 4単位時間とする。
プレイヤの記述を以下に示す。
Player

def
= (νl, g, h) (attach〈l〉.h

| !h.l(n, v, r).t[n].v(video).t[1].play〈video〉.g
| ! g.(v(video).t[1].play〈video〉.g + t[1].τ.attach〈l〉.r.h))

プレイヤは初めに名前 attachによりいずれかのルータに接続要求を出し、配信開始
までの時間、映像を受けるための名前 v、ルータとの接続を切断する rを受信する。
その後、受信した時間だけ待機する。次に名前 vによりサーバから映像の配信を待
機する。配信を受けたら 1単位時間で圧縮された映像を解凍して名前 playにより再
生し、次の映像の待機に戻る。もしサーバからの配信が 1単位時間以内に行われな
い場合は、名前 attachにより再びいずれかのルータに接続要求を出し、rにより接
続しているルータと切断する。
システム全体は

System
def
= (νattach, v, video.rel1, rel2)

(Server | Router1 | Router2 | Player)
と記述する。システムの実行系列の一つを以下に示す。
System

τ−→4Ã2 (νattach, v, video, rel1, rel2)
(v〈video〉 | Server | rel1 | Router1 | Router2

| v(video).t[1].play〈video〉.g | !h. · · · | ! g. · · ·)
τ−→Ã (νattach, v, video, rel1, rel2)

(Server | rel1 | Router1 | Router2

| play〈video〉.g | !h. · · · | ! g. · · ·)
play−→ τ−→2

(νattach, v, video, rel1, rel2)
(t[2].v〈video〉 | Server | rel1 | Router1 | Router2 | !h. · · ·
| v(video).t[1].play〈video〉.g + t[1].τ.attach〈l〉.r.h | ! g. · · ·)

Ã τ−→ (νattach, v, video, rel1, rel2)
(t[1].v〈video〉 | Server | rel1 | Router1 | Router2 | !h. · · ·
| attach〈l〉.r.h | ! g. · · ·)

τ−→3Ã4 (νattach, v, video, rel1, rel2)
(v〈video〉 | Server | Router1 | rel2 | Router2

| v(video).t[1].play〈video〉.g | !h. · · · | ! g. · · ·)
τ−→Ã (νattach, v, video, rel1, rel2)

(v〈video〉 | Server | Router1 | rel2 | Router2

| play〈video〉.g | !h. · · · | ! g. · · ·)
play−→ · · ·
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この実行系列は以下の動作を表す。
1. 最初にRouter1に接続し映像を受信して再生
2. 映像の次のフレームの待機中にタイムアウトが発生
3. Router2に接続し次のフレームを受信して再生

playによる遷移によって表される映像の再生から次の再生までの遅延が最も短くな
るのは、同じルータから続けて受信する場合で 1単位時間の遅延が発生する。逆に
遅延が最も長くなるのは、Router1に接続している状態で映像配信の待機中にタイ
ムアウトしRouter2に接続する場合で 6単位時間の遅延である。これらのことは

(νg) (g | ! g.t[1].play〈video〉.g) wT System

System wT (νg) (g | ! g.t[6].play〈video〉.g)
を示すことで確認できる。

6 関連研究
πRT-calculus [4]では π計算にタイムアウト演算子

t
.を導入して時間拡張してい

る．この時間拡張は，離散時間である，アクションと時間経過を分離している，時
間を名前の一種とみなしメッセージとして通信できる，といった点で我々の時間付
き π計算と類似している．しかし構文と動作意味は定義しているが，双模倣関係な
どプロセス間の関係が定義されていない．

Bergerらはタイマ，メッセージ消失，プロセスの実行失敗などを導入して π計算
を拡張し，二相コミットプロトコルを記述している [5]．タイマは timert(Q,R)と表
されるプロセスとして実現されている．動作は時間ステップ関数と動作意味定義に
よって定義されており，時間ステップ関数の適用として時間の経過を表現する．時
間経過を意味するアクションはなく，入出力アクションや τ アクションによる 1ス
テップの遷移で 1単位時間が経過するとしている．

7 おわりに
本稿では離散時間を導入して拡張した π計算について，時間付き双模倣関係を定

義し合同性を満たすことを示した．時間付き双模倣関係によりアクションの実行列
と実行のタイミングからプロセスの等価性を調べることができる．時間付き弱双模
倣関係の合同性と full bisimilarityについては今後証明する必要がある．時間付き双
模倣関係に加え，プロセスの時間待ちの長さの違いを反映する遅延時間順関係を定
義した．この関係は連続する 2つのアクションの間で経過する時間の長さを比較す
る関係であり，動作が決められた時間内に完了できるか否かなどを調べることが可
能である．実際には 5節に例で示したように τ 遷移を捨象する弱遅延時間順関係を
用いる．弱遅延時間順関係が合同性を満たすのは制限されたコンテキストに対して
であり並行合成には条件が付くが，時間経過が振舞いに影響するプロセスに着目す
ればよいため動作検証に有用である．
遅延時間順関係に基づいてある動作が 10秒以内に開始するか，あるいは 5秒以上
待機してから開始するかを調べることはできる．しかし，5秒以上 10秒以内に開始
するかどうかを調べることはできない．2つのプロセス間の時間待ちの長さの大小
関係が実行に伴って変化する場合，遅延時間順関係は保たれない．そのため実時間
システムの検証への適用を考えると不十分である．テスト等価性 [1]などの手法を用
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いた検証手法については今後の課題である．
双模倣関係に基づく動作の等価性判定や順序関係を用いた動作の比較だけでなく，

型理論 [2]やモデル検査 [3]などを用いて動作の性質について検証することもシステ
ム開発には有効な手段である．時間付き π計算に対する型理論の導入や，モデル検
査技法の適用は今後の課題である．
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A 定理 2の証明
∼T が入力プレフィックス以外のコンテキストについて合同であることをSangiorgi
の up-toテクニック [8]に基づいて証明する．初めに時間付き強双模倣関係に対応し
た強進行性 (strong progression)を定義する．
定義 11 関係Rが以下を満たす時Rは S に強進行するといいR ½ S と書く．

(P, Q) ∈ Rの時，
• P↑ =⇒ Q↑
• P

α−→ P ′ =⇒ ∃Q′. Q
α−→ Q′ ∧ (P ′, Q′) ∈ S

• P Ã P ′′ =⇒ ∃Q′′. Q Ã Q′′ ∧ (P ′′, Q′′) ∈ S
• およびこれらの P とQを置換した条件 2

定義より明らかにR ½ RならばRは時間付き強双模倣関係である．
補題 3 S が時間付き強双模倣関係である時，R ½ S ならばR ⊆∼T である．
証明： (P, Q) ∈ R，P

α−→ P ′，P Ã P ′′ とすると，R ½ S より Q
α−→ Q′ かつ

(P ′, Q′) ∈ SとなるQ′，Q Ã Q′′かつ (P ′′, Q′′) ∈ SとなるQ′′が存在する．ここで
(P, Q) ∈ R∪S，(P ′, Q′) ∈ R∪S，(P ′′, Q′′) ∈ R∪SなのでR∪S ½ R∪S．よっ
てR∪ S は時間付き双模倣関係であるのでR ⊆∼T． 2

補題 4
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(1) R ⊆ S かつ S ½ T ならばR ½ T．
(2) R ½ S かつ S ⊆ T ならばR ½ T． 2

補題 5 {Ri | i ∈ I}と {Sj | j ∈ J}を関係の集合とする．ただし，R def
=

⋃
i∈I Ri，

S def
=

⋃
j∈J Sj とする．この時，

(1) すべての iに対しRi ½ Sj となる jが存在するならばR ½ S．
(2)すべての iに対しRi ½ Rjとなる jが存在するならばRは時間付き強双模倣関
係である．
証明： 初めに (1)を証明する．S の定義より Sj ⊆ S であり，補題 4(2)よりすべて
の iに対しRi ½ S が成り立つ．よってR ½ S．次に (2)は (1)よりR ½ Rであ
るのでRは時間付き強双模倣関係である． 2

次に strongly safe functionを定義する．
定義 12 関数 F について，R ⊆ S かつR ½ S の時 F(R) ⊆ F(S)かつ F(R) ½
F(S)が成り立つならば F は strongly safe functionである． 2

補題 6 関数 F が strongly safe function かつ R ½ F(R) ならば R ⊆∼T，
F(R) ⊆∼T である．
証明： 文献 [8]の Lemma 2.3.8の証明と同様．ただしÃは½と読み替える． 2

補題 7 関数 F が strongly safe functionかつ∼T ⊆ F(∼T )ならば F(∼T ) =∼T で
ある．
証明： F(∼T ) ⊆∼T を示せばよい．∼T ½∼T でありF は strong safeなのでF(∼T
) ½ F(∼T )．さらに ∼T ⊆ F(∼T )なので補題 4 (1)より ∼T ½ F(∼T )で，補題 6
より F(∼T ) ⊆∼T である． 2

ここで関数 Fniを以下のように定義する．
Fni(R)

def
= {(Cη, Cη′) | ∀i. (ηi, η

′
i) ∈ R}

C は [·]を複数持つ入力プレフィックス以外のコンテキストとする．ηはプロセス式
のリストであり i番目の式を ηiと書く．Cηは，コンテキストCに含まれる [·]に対
し最も左側に現れるものから順に [·]1, [·]2, . . .のように番号を付し，すべての iに対
し [·]iを ηiで置換して得られるプロセス式を表す．
補題 8 関数 Fniは strongly safe functionである．
証明： 文献 [8]の Lemma 2.3.21と同様に証明できる．R ⊆ S およびR ½ S を仮
定し，プロセス P, Qについて (P, Q) ∈ Rであり，C が入力プレフィックス以外の
コンテキストで C[P ] α−→ P ′，C[P ] Ã P ′′の時，あるQ′に対し C[Q] α−→ Q′かつ
(P ′, Q′) ∈ Fni(S)，Q′′に対し C[Q] Ã Q′′かつ (P ′′, Q′′) ∈ Fni(S)とできることを
示せばよい．ここでは C = t[n].C ′(ただし n > 0)の場合について示す．
この時 C[P ] α9，C[P ] Ã P ′ = t[n− 1].C ′[P ] である．さらに C[Q] α9，

C[Q] Ã Q′ = t[n− 1].C ′[Q] であり，仮定より R ⊆ S であるので
(t[n− 1].C ′[P ], t[n− 1].C ′[Q]) ∈ Fni(S) とできる． 2

定理 2の証明を以下に示す．
証明：明らかに∼T ⊆ Fni(∼T )であり，補題 8及び補題 7よりFni(∼T ) =∼T．よっ
て∼T は入力プレフィックス以外のコンテキストに対して保たれる． 2


